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1. Inleiding. Zij nx?2 en g(x) =§:i ?_1 a4 %4%, een indefiniete,
i,j=

), met determinant D=det(aij).

re&le, kwadratische vorm (aij=a
We onderstellen steeds dat D0,
Punten met gehele cobdrdinaten (roosterpunten) geven we aan

Ji

met u=(u,,u,, ..., = Vs e oo Z . : eli

t (uqyug, ,un)y v (vq,vg, ’Vn>’ enz. De verzameling dezer
punten geven we aan met U, We zijn geinteresseerd in de onderste
grens van |q(u)| voor roosterpunten u#0. Deze onderste grens be-
hoeft niet als waarde aangenomen te worden. We stellen

| a) = inf aq(u), &7 (q)= int | a(u)]
u£o aq(u)»> 0 a(u) <0

De vormen g(x), met gegeven n en gegeven signatuur s, zijgn
(regel) affien aequivalent, d.w.z. in elkaar over te voeren door
een niet-singuliere, lineaire transformatie x — Tx, We merken ter-
loops op, dat hierbij a=a(x) overgaat in quq(Tx), met determinant
(det T)QD, Stel eens, dat we voor ,(q) een bovengrens hebben, die
~-- behalve van n en 8 -- alleen van IDJ afhangt. 2ij /czja(n,s)
zo'n bovengrens, als |D}] =1, Om homogeniteitsredenen is dan algemeen

(2) wla)em o/ (gegeven n en s).

De kleinste bovengrens w die we in (2) kunnen nemen, geven we aan
met 4 , en de kleinste bovengrens voor 4 (q), bij gegeven n,s en
ID} , met a(a), het absolute minimum van g geheten. We hebben,

bij gegeven n en s

;2

(3) () - suwp amlay) =4 - 10177, & - su ula).
det T=+1 D=1
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Uit (1) volgt o.a. dat bij elke &€>0 en elke vorm q een roosterpunt

1/n+ ¢, en 4 is het kleinste getal met

uo bestaat met }q(u)lguD|
deze eigenschap (we zullen straks zien dat & eindig is).

Het is soms nuttig de grootheid 4 , of «(q), meetkundig te
interpreteren, Als T niet-singulier is, noemen we de verzameling
A=TU der punten Tu, waarblj u de punten met gehele codrdinaten

doorloopt, een (algemeen) rooster. Het bestaat uit de punten

)]
¢ b utt L. ut"

4 5 (u:nL geheel),

waarbij £t gegeven wordt door de ide kolom van T. De grootheid

|det T}-- de inhoud van het parallelotoop, voortgebracht door de

o)
vectoren tq,tLg..,ytﬂ—— heet de determinant van het rooster, aan-
gegeven met d(A). We beschouwen een vaste vorm qQ(x), met determi-

nant DO en absoluut minimum ,Z(qo)zju%, We beschouwen ook het ge-

bied SOj bepaald door

(4) 5. =fxl [a (x) <1}

O

Het is een z.g. Sterl%chaam in Rn, heeft O als inwendilg punt en

is onbegrensd, daar g indefiniet is. Als s een positief getal 1is,
dan is de ongelijkheid /m(qCT)éﬂﬂ/ aequivalent met de bewering dat
hetlrooster TU geen punt #o in het 1ichaam,/»SO heeft, ofwel dat
A2+ TU geen punt £o in het lichaam 8, heeft. Een rooster met deze
ecigenschap heet toegelaten voor SO, en we gtellen

= inf d(A) LA toegelaten voor SO} s

met dien verstande dat A(SP):cw als er geen toegelaten roosters
zijn. De grootheid A(SO) heet de (rooster)determinant van het

lichaam SO. In het bovenstaande heeft het rooster « 27U determinant
/m"n/g, als det T= -1, Op grond van (3) hebben we dan de formule

-, Q -2/n
(5) g =Ala") =8 (s)"/

In het bijzonder correspondeert fMOZO met A(Scﬂzrw . Uit de stel-
0° volg?t
dat in elk geval z&(SO)> O is, en dus de grootheid & in (3) eindig

ling van Minkowski, toegepast op een convex deellichaam van 8

is. Nemen we voor 5. en dat deellichaam bijv., de lichamen
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2 2 — ( 2

2
S )} <1,

dan volgt dat i g {s waar y_ (constante van Hermite) de correspon-
derende grootheid voor definiete vormen is.

We kunnen analoog definié&ren en interpreteren de grootheden
—.+ - -
A (a) en a7 (q).

2. Vormen in weinlg variabelen. In geval n=2 kunnen we zonder
beperking nemen qo(x)zquoj met determinant DO=— %., terwijl
SO={X ES I 1} . Voor dit lichaam geldt

(6) A(s,) = Vs,

zodat algemeen geldt

(7) Ala) = & Vio/n | = 2ol (n=2).

.

Anders gezegd: steeds is «(q) g

N

{ D] , en dit kan niet ver-
o)
scherpt worden. Met name is .« (q)=1, als q(x):x12+xq -

Bovenstaand resultaat hangt nauw samen met een klassieke

U e

X=X
2 72

stelling van Hurwitz over benadering van irrationale getallen, en
vindt een aanzienlijke verfijning in de theorie van Markow (zie
hiervoor [1] , chapter III, en [2] ). Later zijn eenvoudige
arithmetische bewijzen van (7) gegeven door Landau [3], Machbeath
[43 en Mordell [5] . Meetkundige bewijzen van (6) zijn gegeven
door Ollerenshaw [6] en Delone [7] . Deze laatste bewijzen be-
staan ult de volgende stappen:

19, cen So—toegelaten rooster A heeft een basis {a,b} met
a in het 1% en b in het 2° kwadrant; het is geen beperking aan te
nemen dat ook a+b in het 2% kwadrant ligt.

29, de oppervlakte van het parallelopan op a en b is hierbij
minimaal, als a.b en a+b op de rand van SO liggen., _

30. als dit laatste optreedt, dan is die oppervlakte ge.lijk
aan Y5 en is A toegelaten voor Sg -

Beperken we ons tot positieve waarden, dan hebbern we in geval
n=2 het resultaat

(8) AM(q) =Vulpl , of wel a(sf) = 1,
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waarbi j Sg ={x e <X X, < &. Anders gezegd: steeds is

é\/M}Dl , €n dit kan niet verscherpt worden; we hebben
)=1.
Een bewljs van (8) ds onder mecer gegeven door Mahler [8} (zie
ook [19] . Daar «"(q)=x"(-q), hebben we ook i T(q)= VDY .

In de gevallen n=3,4 zijn verschillende signaturen mogelijk.

Als n=3, dan is s=+1, en wel s=1 als D<0 en s=-1 als D>0; als g
positieve determinant heeflt, dan heeft -g negatieve determinant,
en daarbij is wcer /b"(q)=,u+(—q). De volgende resultaten zijn be-
kend:

+
A (a

(9) 4 (q) =\é/ % ID] als n=3 (Markow [97, Davenport [10])
(10) N\ ID] als n=3, s=1
(Davenport [11]g
: [} —
(11) 35)73} als n=3, s=- Oppenhein [12])

De bewijzen zijn arithmetisch en gebruiken verschillende eligenschap-
pen voor binaire vormen. Mullineux [13] beschouwt het gebied

o ) s} i
SO: X ‘+x0°—x3L] <1, begrensd door cen cenbladige en cen tweebla-
[

/]
V3/2. Vormen,

dige hyperboloide, en bewijst onder meer dat A (S ):
waarvoor (aq), resp. ' (q) de door (9), (10), (11) gegeven waarde
heeft, zijn opvolgend: .

2 2 2 2 2
R A %, XX F4X X

Ko THp mEy TR Ey e T B 3

Als p=4, dan kan s=0,2 of -2 ziin. Oppenheim bewijgst dat
- 4/ e - T i o |
A(q)= ngl als 8=0 en 4&(q)=V =|D] als s=+2 (zie Dickson {147,
chapter IX en Oppenheim [15} ). In Oppenheim [16] wordt/ﬁ+(q) be-

rekenda.,

3. Vormen in veel variabelen. Voor n% 5 is de situatie geheel anders.

Volgens een oude stelling van Meyer 1) neemt elke indeiiniete,
kwadratische vorm q(x) in vijf variabelen met gehele co&fficig&nten
de waarde O aan voor een geschikt roosterpunt u#0. Oppenheim [15},
p.727 merkt nua, voor willekeurige indefiniete vormen in 5 varlabelen,

op (L(Ff) is onze 4 (q)):

B vin e M e 6 W o e m e v

1) Vierteljahrsshrift Naturf.Gesell.Ziirich 39, 209-222 (1884). Een
verbeterd bewijs is te vinden in Dickson [1471 , chapter VI. De
stelling %an ook afgeleid worden Uit de analoge stelling voor
vormen met gehele, p-adischeco&fficiénten (stelling van Hasse)
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"It is very likely true that L({) must be zero when the
coefficients are incommensurable., But this has not yet
been proved',

Op dit ook nu nog onbewezen vermoeden van Oppenheim komen we
straks terug. Op dit moment merken we slechts op dat, als dit
vermoeden juist is, zeker . (q)=0 voor elke vorm in meer dan
vijf variabelen. Meetkundig zou het betekenen dat elk ster-
lichaam

2.2 2 2 2

§}<1‘+x2 T R l< 1 (nz5, 128rsn-1)

roosterdeterminant <« heeft,
Blaney [17] bewijst onder meer

Stelling 1. Als n 22 en q(x) niet negatief definiet is, dan is
n--1

/b+(q)§ pn{D$1/n, waarblj we mogen nemen p _=2

Bewijs. Voor n=2 volgt de bewering uit (38). Laat de bewering
juist zijn voor n-1. Onderstel verder dat D=+1 en dat & ¥(q) > 0
en z1ij o een positieve waarde g(u), voldoende dicht biJ‘/b+(q).
Door een geschikte cequivalentietransformatie gaat q(x) over in
een vorm qq(x) met qq(ﬂj0,0,..,,O)zcﬁ, Dan is

(12) qq(x) :cx{(x1+. 0)2

hierbij kan r indefiniet of positie! of negatlerl definiet zijn.

+ r(xq,,..)xn)} ;

=l

Stel eens dat een roosterpunt ﬁe(ug,.,.;un) bestaat met
0<|r(U)]= lr(uq,,.,;un)}< %. Dan lunnen we een geheel getal u_

en een natuurlijk getal k kiezen, zd dat

1 .
— qq(qukugy,a,,kun) = (u

o0
.. )4k (U
! )2k (3)

1

positiel 1g en kleiner dan een vast getal <« 1. Dit is een tegen-
spraak, omdet o dicht biJ/a$(q) ligt. Daar we op één van de vormen
+r(x) de inductieonderstelling mogen toepassen, vinden we dus dat

o -0/ (n=1) dus wt(q) % (qpn_q)(n—ﬂ)/no

d
T £Pp.-
Met p,=2 (of p,=1) volgt hieruit de stelling.
|
Gastinger [18] analyseert bovenstaande methode nog verder en
vindt o.a. dat men in stelling 1 kan nemen
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1
P, = (%)2(n¢1) voor n =18

Blaney [18} beschouwt ook ongelijkheden van de vorm
AEIAFRI PRI

(voor n=2 zijn zulke asymmetrische resultaten gegeven door Segre
[19] en Lekkerkerker [20]). Oppenheim [21} leidt met een methode
van Mordell (welke methode teruggaat op Gauss, Hermite en Korkin
en Zolotarew) dat men kan nemen pn:pn~q(n~1)/(n_2).

Een andere kwestie is eveneens door Oppenheim [21] aangeroerd,
Hij vergeli jkt /u+(q) en u (q) en bewijst
Sstelling 2. Zij n%3 en g(x) indefiniet. Dan geldt:

als /af(q) = 0, dan &« (q) = 0, en omgekeerd.

Bewijs. Zij D=+1, en een positieve waarde q(u). Zij verder qﬂ(x)
een met q(x) aequivalente vorm van de gedaante (12). De vorm
—r(xgﬁg..,xﬂ) is zeker niet negatief definiet en heeft determinant
i;m_n, Wegens stelling 1 is er dus een roosterpunt ﬁe(ug,nvnyun)
met

0« -r(U) 2 Dy_q o -n/(n-1).

Beschouw nu de binaire vorm

/l

a3 . 2
i(qut) = &'qq(xﬂ’tu2’°'“’tun) = (x1+g t)

670 (T),

met een zekere constante & - Deze binaire vorm heeft determinant

r(u); wegens (8), toegepast op -f(xqgt)ﬁ bestaan dan een geheel

2V ~r(§;.

getal u, en een natuurlijk getal k met

g

th

qq(uq,kuz,...,kun)

r - -2
C><~£(u1yk) = - =

Dus heeft q(x) een negatieve waarde -8 =q(v) met

s toaV op(me oo -a(n-2)/(en-2)

pn—ﬁ

Als nu n&3 en « willekeurig klein genomen kan worden, dan 1s ook
B willekeurig klein, i.e. als /L+KqJ:O, kan ook 4 (q)=0. Het om-
gekeerde volgt door dit toe te passen op de vorm -q.

Er valt op te merken dat stelling 2 niet doorgaat voor binaire
vormen. 7o is‘;o+(q)=o en 4« (gq)> 0 als q(x):xg(xq—exg), en in de
kettingbreuk voor & de wijzergetallen met even index begrensd ziyn

en die met oneven index niet. Dit i1s ook opgemerkt door Cugiani [22] ,



g
] o}
die de waardenverdeling van qu-e XOL onderzoekt voor gehele Xgs%g.
Als het vermoeden van Oppenheim juist is, dan is voor vormen
q in n% 5 variabelen zowel‘;¢+(q):o als & (g)=0, en liggen de waar-
den q(u) dicht ap de reéle getallenrechte.

We vermelden thans enige resultaten die in de richting wvan

het vermoeden van Oppenheim wijzen. Davenport en Heilbronn [23]

beschouwen speciale vormen in 5 variabelen, en bewijzen dat u(q)=0
ol @ —_ 5\ 2 1)
als a(x)= LR S

Littlewood ult de analytische getallentheorie en is opgezet als

Het bewijs berust op methoden van Hardy en

volgt. Wegens de stelling van Meyer mogen we onderstellen dat niet
alle quotiénten ci/c] rationaal zijn, Zij) P een groot natuurlijk

getal en stel
P °Tti'n2 F ’2‘mi<xx2
(o) =g T L T = [ e dx,
0

waarin o een reéel getal is. Voor willekeurige reé€le » hebben we
de formule

o i 2
[T (EHEENT aws mex(0,1- |7 ]).

T o
—-Ce
Dan is P
)
4 . sinma,\2
(3) y 2= o (0= L alug, o)) = [{ TTs(e @)} (B0T8)20,
/‘ b P oY) 1.:/]

=j {’ﬁ” I(C,,a)} (BInT Sy
J iy 1 T o
Het linkerlid van (14) blijkt gemakkelijk groter dan een positieve
constante maal PO te zijn. Het grootste deel van het bewljs van
Davenport en Hellbronn bestaat in het schatten van het verschil
tussen de rechterleden van (13) en (14). Voor een oneindige rij
waarden van P blijkt dit verschil van lager orde dan P3 te zijn.
Dan ziljn er een constante }»>0 en oneindig veel waarden van P,

waarvoor de ongelijkheden

Ha

1£u, 2 P(i=1,...,5) , }q(uq,..cdu )} <

L

D e SR —

1) Het analoge resultaat met 9 in plaats van 5 kwadraten was
eerder gevonden door Chowla.



meer dan ) P° oplossingen hebben. Passen we dit toe op o alx),
3

als & >0, dan geldt dezelfde conclusie voor het stelsel
/léulép (j—::/ls'ﬂay{.'—)) 5 ‘Q(U-,lpo.qyus)l<ﬁ,

D.w.z.(q)=0,

Watson [24] plaatst er één gemengde term bij . Tenslotte be-
wijst Davenport [25] met soortgelijke methoden

otelling 3. Het vermoeden van Oppenheim is juist als

nz 74, ls] % n - 74,

Voor een gehele vorm ¢ (en dus ook voor het veelvoud van een
gehele vorm) zijn jb+(q) en 4 (q) positief - alhoewel u(g)=0

voor nz 5 -, omdat de waarden q(u) discreet liggen en de waarde O
niet meedoct bij de bepaling van « *(q) en " (q). Oppenheim [26]
beschouwt nulvormen, dat zijn vormen q(x) die voor ecn of ander

roogsterpunt u#0 de waarde O aannemen., Laat g(x) incommensurabel

heten, als G(x) niet een veelvoud van een gehele vorm is. Oppen-
heim [ 26 ] toont nu aan
Stelling 4. Als n25 en g(x) een incommensurabele nulvorm is, dan
is o (q)= " (q)=0.

Het bewiljs van deze stelling verloopt in 2 stappen:

1. als g(x) niet de beweerde eigenschap heeft, dan is hij ratio-
naal te translormeren 1in een vorm qq(x) van de gedaante

P
~ L] ;))
2

AL o o [N .
(15) qq(x) = h(h1X2+u L
waarin de Cy geheel zijn en h en & redle getallen zijn., DIt wordt
afgeleid uilt de gelijkverdeling modulo 1 van de ri) getallen

n2@1+n@2 (n=1,2,...; 6q en 8, niet beide rationaal).
2. voor een vorm qq(x) van de gedaante (15) 18 /w+(q1)=/%"(qq)=0.
Dit wordt afgeleid uit de genoemde gelijkverdelingselgenschap en
een belangwekkende hulpstelling, die zegt dat onder de waarden
qg(u) van cen gegeven gehele, ternaire, kwadratische vorm
QZ(X)=quqa+ch22+c.X32 alle termen uit een geschikte rekenkundige
rij Am+B (m=1,2,,..§ voorkomen.

Oppenheim [27 ] bewijst dat stelling 4 zelfs doorgaat voor nzh.
Hij gebruikt daarbij de gelijkverdeling van de rij getallen
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an=8 pn2 (6 irrationaal, pn:ne priemgetal) en enige eigenschappen
ult de geslachtentheorie van binaire, kwadratische vormen., Voor n=2
geldt de stelling niet, wegens een eerder gemaakte opmerking. Voorpr
n=3 1s het probleem nog onopgelost.

k. Isolatie van vormen. Bij gegeven n en s heeft de uitdrukking

- n —
#{a)| D] 177 povenste grens u (zie (3)). Een verschijnsel dat zich
bij indefiniete, kwadratische (en ook andere) vormen vaak voordoet,

althans voor n2 4, is dat de genoemde ultdrukking niet continu af-
hangt van de co€fficiénten van q. Precies gezegd: deze uitdrukking

is geen continue functie van het punt (a ); . . in de Zn(n+1) -
£

dimensionale, Luclidische ruimte, waardoég we g kunnen representeren.
Laten we schrijven qfx)qo als g aequivalent is met qo en gox qo als

g aequivalent is met een veelvoud van qo. Het is triviaal, dat

()= (a%) als qg~q® en aat #(Q)ID\"VH=/0(QO)IDof“q/n ©.

als dqaq
Het komt nu, ingeval n& 4, vaak voor dat bij een gegeven vorm qo

met

0 , 0
minimum e (g~) > O een getal & » O en een omgeving £L van g~ bestaan
zodanig das

(16) o (a) | Dl“q/n< %b(qo){DO{—q/n~«5 als g€ Q en qgéqo,

In dat geval noemen we de vorm qo en het minimum xA(qO) geisoleerd,
We kunnen natuurlijk, omdat | D} continu is, de voorwaarde voor iso-
latie vervangen door de eis: er bestaan een getal J » 0 en een omge-

ving L van oO zodanlg dat

4

(161) A (q) < xu(qo) -d als gefl en g %:qo,

Verder is, als ge¢{. en L2 , voldoende klein is, q a qo alleen moge-
lijk als g een vee_voud 1s van qo. Anderzijds kan het voorkomen dat
er niet slechts var locale isolatie sprake is, maar dat we in (16)
voor £ het gebied Zn Rin(n+1) kunnen nemen van alle vormen g met
gegeven n en s,

Een eenvoudige Isolatiestelling van Rogers (gepubliceerd in [17,
zie ook Remak [28]) luidt als volgt.
Stelling 5. 2Zij q(x}:x12+p X %5 f X
binaire vorm, met minimum u =& (q) > O (wortels van Q(X434)=0
irrationaal). Laat zowel 4 als -4 als waarde g(u) voorkomen. Dan

[}
“ een indefiniete, rationale,

is q geiso_eerd,
Bewijs. ILezat g(x) het product zijn van twee lineaire vormen
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1(x) = X, =8x, , m(x) = Xy= @ Xy,

en laten quug twee roosterpunten zijn met
/l
lq = 1(u')>0 , m, = m(u1)> o, 11m1 = 4
2 2
1, = 1(u“) >0, m, = m(u=)< 0 , Loym, =-sc.

7zij verder T een aequivalentiectransformatie van q(x), die 1(x) in
T 1(x) en m(x) in ’C'qm(x) overvoert, waarbij 0< 7T <1,

Beschouw nu een naburige vorm q™(x) = 1 (x) m (x) met
1*:X1—9*x2=1~ p(l-m), m*:xq— Q*ngm—cr(l—m), waarbij | p| en |G|
klein zijn. Ingeval £ <0 werken we met het roosterpunt uq. We heb-

ben, als n een natuurlijk getal is,

1% (e = (- PIL, T e

M
kiezen we n z46 dat ’Ben(ﬂwp) 1,8 -pm, < (n+1)(1_P)113 dan is
(]
0<1 (Tnuq) < 1n(1wt“)11. Verder is m*(T" q):t n(1+sﬁm1~fns'lq bij
benadeping gelijk aan f“nmq. Dus }q nuﬂ)} is niet veel groter
dan (1-7° )]1m1 (- 'U)/L

Inbevnl F >0 krijgen we ecn soortgeliljk resultaat als we
werken met u . Daarult volgt de stelling.

In de meergenocemde theorie van Markow wordt een rij vormen
qi(izﬂgﬁj.e.jn) alpeleid, zodanig dat de rij getallen‘xe(qi)}Dii‘q/g

monotoon daalt varn 2/V 5 tot 2/3 en dat

(1) ala)o]TRE

De waarde 2/3 is niet geisoleerd,

Wl o

als q=q, voor géén 1.

Voor n=3,4 zijn ook enige geisoleerde vormen gevonden (zie [9]
[1#7 wenkow [QQJ vindt voor n=3 de eerste 11 geisoleerde vormen,
door cen ultvoerig meetkundig onderzoek, Hij gaat uit van een ternaire

<9

vorm q(x) met minimum & (q)=1 en determinant | D2 % , kiest een ge-
schikte hasis van het rooster U en gaat dan van verschillende roog-

terpunten na ol ze binnen dan wel buiten de kegel g(x)=0 liggen. Het

resultazat is dat aan w(g)=1, 0<DE % voldaan wordt door 11 niet-

[

aequivalente vormen, met opvolgend

5 4 25 1200 7 15 507 112 135 9
2r 2 g 303 0 T TR TS’ Torr T2 2

[

De voor n=2,3,4 bekende geisoleerde vormen zijn alle rationaal.
Voor n=3 en U4 treedt het verschijnsel van isolatie ook op bij
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de groctheid a'(q) (zie [12] en [16]).
Cassels en Swinnerton-Dyer [30] leiden voor ternaire vormen

een lsolatieelgenschap af, die verder gaat dan de corresponderende
stelling 5 voor binaire vormen.

Stelling 6. Zij q(x) een indefiniete, rationale, ternaire vorm

met minimum ,u =« (q) > 0. Dan iSJﬁL(q1)=O, en zelfs,¢b+(q1)=/u*(q1)=0
voor elke vorm a, in een geschikte omgeving van q, die geen veel-
voud is wvan qd.

Bij het bewijs spelen de aequivalentietransformaties van q,
en derzelver elgenwaarden een rol, alsook de stelling van Kronecker
voor een vorm in 2 variabelen. Kon men bewijzen, dat «(q)=0 voor
alle ternaire, incommensurabele g, dan zou, in verband met de stel-
ling van Meyer, het vermoeden van Oppenheim bewezen zijn. In [30]
wordt bewezen dat deze hypothese aequivalent is met de bewering
dat het sterlichaam

2% x o, \xqg—x X 'ngi)

173 = 3

HEN
AN

min(lx2

oneindige roosterdeterminant heeft,
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